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Ejercicio 1. Analisis
Sea la funcién f : [-2,27] — R, definida por

5r +1 si —2<x<0
fx)=4, :
e?cos(z) si0<ax<2m
a) Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se

alcanzan).

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 7.

Solucién:
a) Halla los extremos relativos y absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se

alcanzan).

— Intervalo [—2,0]: La funcién es lineal, f(x) = 52+ 1. Es creciente, sin extremos relativos internos.

— Intervalo (0, 27]: Derivamos:
f(z) = e*(cos(x) — sin(x)).
Igualamos a cero para hallar puntos criticos:

T 57

cos(z) —sin(z) =0 = tan(z)=1 = =z= O

s 5w

Para justificar que z = 7 sea méximo relativo y x = °F sea minimo relativo, estudiamos el signo
de f’(x) en los subintervalos:

Intervalo en x (0, %) (% %”) (%ﬂ 277)
@) N
f(z) / hN S

Evaluamos la funcién en los extremos y puntos criticos:
f(0T) =€ cos(0) = 1,

f (Z) =™/ cos(m/4) = eﬂ/;ﬁ,

57\ _ saya. (5T 77657‘—/4\&
f<4)e cos(4> 5 ,

f(2m) = €2 cos(2m) = €*".

Comparando los valores:
— Extremo absoluto minimo en x = —2: f(—2) = —9.
— Extremo absoluto méaximo en x = 2m: f(27) = e2™.
— Extremo relativo méximo en x =

MNE

— Extremo relativo minimo en z =

|

Por lo tanto, la solucién es:

Minimo Abs. = (=2, —9), Méximo Abs. = (27,¢?"), Max. Rel. = Z, Min. Rel. = %T

1 co


https://mentoor.es
https://mentoor.es

Matematicas. Andalucia 2023, Extraordinaria mentoor.es

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 3.

1(5) = en(5) =0

La funcién en x = 5 vale:

Calculamos la derivada en x = g:

f(z) = e*(cos(z) —sin(z)) = f (g) = e”/z(cos(g) - sin(g)) = —e™/2,

La recta tangente en x = g es:

1)1 G5 > v e 3)

Por lo tanto, la solucion es:

)
y e T -3
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Ejercicio 2. Analisis
Sea f : (0, +cc) — R la funcién definida por f(x) = x(In(x))? (In denota la funcién logaritmo nepe-
riano).

a) Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

b) Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Solucion:

a) Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Para hallar los extremos relativos, derivamos la funcién:

f@) =an@)? = f(2) = (n(2))? +2In(a).
Tgualamos la derivada a cero para puntos criticos:
(In(z))* +2In(z) =0 = In(z)(In(z) +2) =0
= In(z)=0 o In(x)=-2
2

= =1 o xz=e "

Estudiamos la monotonia en intervalos determinados por puntos criticos:

z | (0,e72) | (e72,1) | (1, 400)
In() - = T
In(z) + 2 — + +
f(z) = In(z)(In(z) + 2) + _ +
f(z) / N Ve
Evaluamos los puntos criticos:
F(e?) = e (n(e™?)? = e (~2)? = 4e?,

Entonces,
— Extremo relativo mdzimo en x = e~2 con valor 4e~2.
— Extremo relativo minimo en x = 1 con valor 0.

2

Por lo tanto, la solucion es:

Miaximo Rel. = (e72,4¢™ %), Minimo Rel. = (1,0)

b) Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Analizamos extremos absolutos. Estudiamos limites en los extremos del dominio:

lim z(In(z))? =0,

z—0t

lim z(In(z))? = +oo.

r—r+o0

Comparando con los valores en puntos criticos:

3
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— No existe maximo absoluto, ya que la funcién crece indefinidamente cuando x — 4o0.
— Existe un minimo absoluto en x = 1 con valor f(1) = 0, ya que es el menor valor que toma la
funcién en todo el dominio.

Por lo tanto, la solucién es:

No existe maximo absoluto, Minimo absoluto = (1, 0) ‘
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Ejercicio 3. Analisis
Calcula a con 0 < a < 1, tal que fal @ dx +2 =0 (In denota la funcién logaritmo neperiano).
Solucion:

Calculamos primero la integral indefinida:

/ In(z) d.

u=In(z) = du:df = dzr = zdu.

Realizamos el cambio de variable:

La integral se convierte en:

Ahora, evaluamos la integral definida:

/1 In() , {(ln(x))T (In(1))” ~ (n(a)* _ _(in(a))?

Esto implica que
In(e) =22 = a=e

Dado que 0 < a < 1, escogemos la solucién:

Por lo tanto, la solucién es:
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Ejercicio 4. Analisis

Considera las funciones f : R - R y g: R\ {0} — R definidas por f(x) =5 —x? y g(x) = 5.

a) Esboza las gréficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre ellas.
b) Calcula la suma de las dreas de los recintos limitados por las gréficas de f y g.

Solucion:

a) Esboza las graficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre ellas.

Calculamos los puntos de interseccién entre ambas funciones igualandolas:
57x2:—2 = 5 —zt=4
x
Simplificando,
z* —5a® +4=0.

Realizamos el cambio y = x2:

9E+V26-4-4

V¥ —5y+4=0 = y= 5

y=1,y=4.

Volviendo a x:
?=1 = z==I, =4 = z=42

Entonces, si calculamos la segunda coordenada de los puntos en cualquiera de las dos funciones, se
encuentra que los puntos de corte son:

(—2,1), (=L4), (1,4), (2.1).

Y

(-2,1 2)
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Por lo tanto, los puntos de corte son:

[(-2,1), (-1,4), (1,4), (2,1)]

b) Calcula la suma de las dreas de los recintos limitados por las gréificas de f y g.

Por simetria, podemos calcular el drea en x > 0 y multiplicar por 2:

A:2/12(f(x)—g(x))da::2/12 (5—1‘2—;)6&6.

Integramos término a término:

Por lo tanto, la suma de las areas es:



https://mentoor.es
https://mentoor.es

Matematicas. Andalucia 2023, Extraordinaria

mentoor.es

Ejercicio 5. Algebra

1 1 1
Sea lamatriz A= |1 1 1] el la matriz identidad de orden 3.
1 1 1

a) Halla los valores de m para que la matriz A — mI no tenga inversa.
b) Halla x, distinto de cero, para que A — xI sea la inversa de la matriz %(A -1).

Solucion:

a) Halla los valores de m para que la matriz A — ml no tenga inversa.

La matriz A — mI es:
1-m 1 1
A—ml= 1 1-m 1
1 1 1—m

Calculamos su determinante para hallar cudndo no tiene inversa (cuando su determinante es cero):

1-m 1 1
det(A—mI)=| 1 1—-m 1
1 1 1—-m

Calculando este determinante, tenemos:

Para que no exista inversa, el determinante debe ser 0:
—m3 4+ 3m? = 0.

Por tanto,
m?(—m +3) = 0.

Esto implica que
m=0 o —m+3=0.

De la segunda ecuacion obtenemos m = 3.

Por lo tanto, la solucién es:

b) Halla x, distinto de cero, para que A —xI sea la inversa de la matriz (A —I).

Para que dos matrices sean inversas, su producto debe ser la identidad:

(A-g;l)é(A—f)zf.

8
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Multiplicamos primero sin el factor %:

(A—z)(A=1)=A%> - A—zA+al

3 3 3 1 1 1 1 1 1 1 00
=13 3 3]—-11 1 1]—-2|1 1 1}]4+=2(0 1 0
3 3 3 1 1 1 1 1 1 0 0 1
2 2 2 r xr x z 0 O
=12 2 2| -z =z x=z|+]10 =« O
2 2 2 r xr x 0 0 =z
2—x+xz 2—2+0 2—2+40
=|(2—-24+0 2—ax+4+2 2—2+4+0
2—z4+0 2—2+40 2—z+=x
2 2—x 2—=x
=|2—-z 2 2—x
2—x 2—x 2
Ahora multiplicamos por el factor %:
2 2—x 2—=z 2 2—z 2-—x
L 1 2Py 5 of
—(A—zH(A-DH=-|2-2z 2 2—z| =52 =2 ==
’ 2-z 2-z 2 =

Para que esta matriz sea igual a la identidad I, debemos tener:

g:l 2—x
T T

=0.

De la primera ecuacion se concluye directamente que:

—=1 = z=2.
x

Comprobamos si este valor de = satisface la segunda ecuacién:

2—-2 0
—— =_-=0.
2 2
Por lo tanto, la solucién es:
=2
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Ejercicio 6. Algebra

El dueno de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin
incluir impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza
conjuntamente, sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos,
la cerveza y el vino son el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de
la factura incluyendo impuestos ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo
impuestos, invertido en cada una de las bebidas.

Solucion:

Sean:

e 1 el gasto en refrescos sin impuestos,
e y el gasto en cerveza sin impuestos,
e 2z el gasto en vino sin impuestos.

Segun el enunciado:
x4+ y+2z=>500 (importe sin impuestos),

z=(x+y)—60 (el vino es 60 euros menos que refrescos y cerveza).

Ademsds, incluyendo impuestos, el importe es 592.4 euros. Entonces,

1,06z + 1,12y + 1,302 = 592, 4.

Sustituyendo z en ambas ecuaciones por (z + y — 60):
r+y+(x+y—60)=500 = 2x+2y=560 = x+y=280,

1,06z + 1,12y +1,30(z +y — 60) = 592,4 = 2,36z + 2,42y = 670, 4.

Ahora tenemos el sistema:
T4y = 280
2,36x + 2,42y =670,4
Resolvemos el sistema multiplicando la primera ecuaciéon por 2,36:

2,362 + 2,36y = 660,38
2,362 + 2,42y = 670,4

Restamos ambas ecuaciones para obtener y:

(2,42 — 2,36)y = 670,4 — 660,8 = 0,06y=9,6 = y=
Calculamos ahora x:
r+160=280 = 1z =120.

Finalmente, calculamos z:

z=2x+y—60=1204 160 — 60 = 220.

10
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Calculamos ahora los importes incluyendo impuestos:

Refrescos (6%): 120 - 1,06 = 127,2 euros,
Cerveza (12%): 160 - 1,12 = 179, 2 euros,

Vino (30%): 220 - 1,30 = 286 euros.

Por lo tanto, la solucién es:

Refrescos: 127,2 euros, Cerveza: 179,2 euros, Vino: 286 euros

11
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Ejercicio 7. Geometria

Considera los planos 11 =x—y+z=0y s =x+y = 2.

a) Calcula la distancia entre la recta interseccién de 71 y m2 y el punto P(2,6,—2).
b) Halla el dngulo que forman 7y y 7s.

Solucion:

a) Calcula la distancia entre la recta interseccién de 7; y 72 y el punto P(2,6, —2).

La recta interseccion se obtiene resolviendo el sistemas:
T—y+z2=0
TH+y=2

x=2-X\ z=y—zxz=A—-02-XN)=2\-2.

Tomando y como parametro A, resulta:

Asi, la recta interseccién es:
ri(2—=XA A 20—-2), AeR.
Sea P = (2,6,—2). La distancia del punto a la recta se obtiene mediante el producto vectorial:
|ﬁ X ]
d=—>—,
|]

donde A es un punto de la recta (tomando A =0, A = (2,0,—2)) y el vector director es:

v=(-1,1,2).

op

Entonces,
AP=P—A=(2-2,6-0,-2+2) = (0,6,0).

El producto vectorial es:

-

1
ﬁxﬁ: 0

= (12,0,6).

— O S
N O T

1

Su médulo es:
(12,0,6)] = V122 4 02 + 62 = /144 + 36 = V180 = 61/5.
La distancia pedida es:
6v'5 6v'5 65
Vb Vb _6V6_ s

d: =
[(-1,1,2)] I+1+4 V6

Por lo tanto, la solucién es:

V30

12

&


https://mentoor.es
https://mentoor.es

Matematicas. Andalucia 2023, Extraordinaria

mentoor.es

b) Halla el dngulo que forman 7y y ms.
Los vectores normales de los planos son:
i = (1,-1,1), #e=(1,1,0).

T

2

2

El dngulo entre los planos es el angulo entre estos vectores normales:

iy - 7l 1-14(=1)-141-0| o]

cos(6)

Por tanto,
0 = 90°.

Por lo tanto, la solucién es:

13

BRI = = 0.
mllde] 12 (12 12VIZ 12402 V3V2

&
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Ejercicio 8. Geometria

Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0,2, —2),
B(3,2,1) y C(2,3,2) con los planos cartesianos.

Solucion:

El tetraedro estd formado por el plano determinado por los puntos A, B y C' y los planos cartesianos x = 0,
y = 0, z = 0. Primero, hallamos la ecuacién del plano que pasa por los puntos 4, By C:

AB =(3,0,3), AC =(2,1,4).

Obtenemos el vector normal al plano mediante el producto vectorial:

-

ﬁ:ﬁxﬁ:

=(-3,-6,3).

N W
— O S
= o T

La ecuacién del plano es, por tanto:

—3(x—0)—6(y—2)+3(z+2)=0 = —3r—-6y+124+32+6=0 = x+2y—z=06.

Encontramos los puntos de interseccion con los ejes coordenados:
Conelejex: y=0,2=0 = z=6, P,=(6,00).
Conelejey: z=0,2=0 = y=3, P,=(0,3,0).
Conelejez: z=0y=0 = z=-6, P,=(0,0,—6).

El volumen del tetraedro es un sexto del valor absoluto del producto escalar del vector posicién de uno de
los puntos con el producto vectorial de los otros dos:

—

V =—|0P, - (OP, x OF,)|,

=
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siendo O = (0,0, 0):
— —

OF, = (6,0,0), OP, =(0,3,0), OF, = (0,0,6).

Calculamos primero el producto vectorial:

i 7k
OP,xOP, =10 3 0/|=(~18,0,0).
00 —6

Luego, el producto escalar:

——

OP, - (—18,0,0) = (6,0,0) - (—18,0,0) = —108.
Finalmente, el volumen del tetraedro es:

1 108
= — —1 = — = ]_ 3.
V=gl -108 == =18u

Por lo tanto, la solucién es:
18 u?

15

&


https://mentoor.es
https://mentoor.es

